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Abstract : In mathematics it has become important to consider ａ proof from ａ sociologi-
　cal point of view. In relation to this ａ preformal proof has ａ more important ｒｏ!ｅ
　in mathematics education.　　　　　　　　　　　　‥　　十　　ト　　　　＼
A preformal proof classifies ４ categories.　　　　　　　　　　　　　　　　十
コ1) action proof　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　◇　二　　十六
ト　2) geometric-intuitive proof　　　　　　　　　し ∇　　　　　　　ト　　……j
　3) realityごoriented proof /　　十　　　　　　　　　　．･　十　　　＼
　4) proof by generalization from paradigm　　.･.　.・・　　　　　　.・　　　.･
A didactical significance of ａｐＪ･eformal proof is following points.　　‥‥　‥　‥
　1）A proof is not identified with ･ａﾀﾞformal proof.　し　コ　　　　　　∧　　　十
　2）A proof is not only considered from ａ symbolic level, but also from enactive and
　ニiconic level.　　　　ト　　　　　　　　　十　　　　　　1
　3）A preformal proof generates ａ formal proof and convinces pupils of ａ formal
　　proof.丿　　　　十　　し　　∧　　　　　　＼　　　　　　　　　ニ　上　　　　　＼
　4）A preformal proof is psychologically natural.　　　　　　……………
　5) A preformal proof changes ａ conception of what is ａ proof, in general what is
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築こうとした。しかし，その計画は，ゲーデル
の不完全性定理によって実現できないことが明
らかとなった。すなわち，「ある体系の無矛盾性
を証明する場合，その体系よりも強力な数学が
必要である」ことが明らかになったのである。3）
　直観主義者は,ﾀﾞ数学と数学言語を区別し,ｹﾞ数
学を精神の非言語的活動と）みなす。数学的活動
は公理や定理よりもむしろ丿内観的構成」から
なると捉えるが，この構成に厳しい制限をつけ
る。彼らは排中律を認めないので，背理法によ
る存在証明を認めようとしない。 その結果，古
典的数学の多くが捨てられるという結果を招い
た。ユ　　　　　　し
　また，直観主義者は，数学が直観を基礎にす
ると主張するが，直観はあくまでも個人的なも
のであるから，数学は「組織化された文化的現
象ではないことになる」。4）だから数学者全員に
共通な直観があるということをいかに確かめる
かについて，直観主義の不十分性が指摘される
のである。　　　　　　　Ｉ　ト
　このように，数学を絶対的な基礎の上に築こ
うとするさまざまな試みは現在のところ実現し
ていない。
　このような状況にあって，論理主義者や形式
主義者たちの見解に挑戦する，新しい数学の哲
学が登場してきた。この哲学は，数学者の実践
の現実を認識し，数学をあるがままに記述しよ
うとする。この哲学は数学の絶対的な基礎を確
立しようとするのではなく，相対主義的立場か
ら数学を捉えようとするのである。十
　その中で最も有名な人物は，ラカトシュ（I.
Lakatos)である6彼は,ﾆ数学史を振り返り，そ
の結果,し数学の可謬主義の立場を表明する。
犬ラカトシュによれば，数学は経験科学ではな
いが,その方法は経験科学と類似しているので，
数学は擬似一経験科学とみなされる。数学は「思
索や批判，証明の論理と論駁による，推論の間
断のない改善」によって成長する。5）だから，い
かなる証明もそれで終局ということはなく，証
明は本質的に意味の協定の漸進的社会的過程と
みなされるのである。
　ラカトシュと同様に，解析学の歴史を研究し
３
たキッチャー(･PjﾚKitcher)も，オイラー，コー
シー,ワイエルシュトラスらの仕事を振り返り，
数学的証明に関して次のように結論づける。
　｢数学的証明は数学的知識に必ずしも:必要で
はないこと，数学的証明は一連の確実さを蓄積
する試みにとっても合理的ではないであろう。
厳密さ:の要求は数学の成長に妨害にさえなる。
なぜならば厳密さの要求は問題解決を妨げるか
らである。実際，承認された推論の集合のなか
で√最も興味のあるものは,万この集合の中間的
位置を示すもめ√すなわち，厳密でない証明で
ある。｣6)　ニ　　　　　ト　　　　　‥‥‥　‥‥
トこのように，キッチャーは，数学者の関心が
必ずしも証明の厳密性にあるのではないことを
数学史から明らかにした。　　　　＼
　∧一方，デイビスは，数学者の現実の数学的活
動を振‥り返り，実践的数学者が証明とどのよう
にかかわっていjるかを次のように述べている。
　｢(数学者が示す)証明は決して完全ではない
し，完全でありえない。ルーチンな計算はいつ
も省略される。いつでも図や直観への訴えがあ
るだろう。し‥…･しかし，このような部分的証明
が数学者の社会的共同体では理解され,＼評価さ
れ√適切として受け入れられるのである。｣7)
＼ここでは，証明が完全でありえないことや直
観への訴えの必要性が示されているばかりでな
く，証明の社会学的見方が指摘されでいる。
ロシアの数学者マ二丿は:この証明の社会学的
見方を強調する。　　　　　　＼十　　‥
　｢証明は,万｢それを証明として承認する｣社会
的行為の後ではじめて証明となる。このことは，
物理学√言語学，生物学と同様に数学でも真実
である。｣8ト　ト　　ト　　　　　‥
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られない=であろうか。□……………=………　……:……
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るため=に,ﾚ=またｿjﾒ学校で児童の論理性=を育成す
るための教授方略として√「前数学的証明丁といﾉ
う概念を提案す右レこめ前数学的証明jは,ニピア＼
ジエの｢操作｣概念やプルーナ÷の表現様式(表∧=……=::こ=2………
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に規定ずる．……1………j＝　ト　…………　…………1･ ･=.･J.=･ﾉ
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心理的一仁＼自然な順序で次々に生ずるト(しばしば………万,:jj1万.･=.::.::･..:．
形式的証明のように後になってか=らわかくるよう犬＼湘
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　ゼマ尹≠の規定によればi前数学的証明の特……………ﾉﾀﾞｹﾉf
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①具体的行動から成立し，表象される
‥ふ…………Jj･｡･===の.j
②十そめ行動は具体的な数学的根拠と対応して尚………:し……==万jjj
　いる。　＞　＼　ニ　　　ト　　　　犬／　犬
③　数学的根拠は心理的に自然な順序で生ず
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ように輪ゴムを釘に引っ掛ける。このとき，輪
ゴムは伸びるにちがいない。したがって，上の
　　一定理は成り立つというわけである（第２図）。
　　　　　第２図
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jと]]]ﾌjk
J
　この証明では，輪ゴムを釘に掛けるという行
動を通して，輪ゴムが伸びるという物理的現象
が数学的根拠に対応している。　　　■■　　■　　　■
　この定理の数学的証明は，次のように形式化
できるであろうよ　　　　　ニ
△ABD,△ＢＣＤに関して三角不等式より
　　ＢＤ＜．ＢＡ十AD　ＢＤ＜ＢＣ十CD
　　（輪ゴムＢＤをＡ，Ｃに掛けることに対応）
　△ACD,△ＡＢＣに関して三角不等式より
　　ＡＣ＜ＡＤ十DC　ＡＣ＜ＡＢ十ＪＣニ
　　（輪ゴムＡＣをＢ，Ｄに掛けることに対応）
　４つの式の各辺を加えて変形すると
　　ＡＣ十ＢＤ＜ＡＢ十ＢＣ十ＣＤ十DA
　例３：不可能性の証明こ
「チェス盤の２つの角を取り除いたものにド
ミノを並べることができるか」犬
第３図から30×□＋32×■≠31×□■。だか
ら，不可能である。この証明では，ドミノを並
べなくでも白と黒のます目を数えれば証明が得
られる。　　　　　　　　　■　■　　　■　　　　■　■■
　このように，キルシュはさまざまな例を挙げ
て前数学的証明の概念を明らかにしたが，その
中に，ペズーデン(H. Besuden)の「帰納法の
数学的完全化」という形式の帰納的推論＊1，さま
ざまな図的証明，間接的証明，不可能性の証明
第３図
７
　などを含めていた。　　し　　　　　　　上
　＼このこﾀﾞとが契機となって，さまざまな議論が
　起こってくる。　　　ニ　　　　　　　　ニ
　　まず，帰納的推論，図的証明，不可能性の証
明なども果たして前数学的証明といえ＼るのかど
　うか。　　　　　　　　　　　　　　＼
　　また，従来,ヶドイツでは丁行動的水準での証
　明の適切な表現｣とか寸例と結びついた理由づ
け｣が語られてきているが，前数学的証明はそ
れらとどのような関係にあるのか。　∧
　さらに，ドイツ語では｢前数学的∧｢pramath-
■　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　・　・　　　㎜
　ematisch｣は,△｢数学以前(vormathematisch)｣
　したがって｢非数学的(unmathematisch)｣と
　　　　　　　　　　　　一
　誤解されやすい。だから｢前数学的証明｣とい
　う名称は不適切ではないか。＼　六十△
　　そこで，ゼマデニは，｢前数学的証明｣の意味
＼を明確にするために，それを寸操作的証明
　(action proof)｣と言い換え，彼の意図すjるとこ
　ろを明確にしようとした。　　　‥
　十(2)し操作的証明し　し　ノ　　　　　し
　　ゼマデニは,/操作的証明の一般的記述をまず
明らかにする。　　　　　　　　　　ニ
　づ｢言明Ｓの操作的証明は，次の段階からなる。
　１．〉Ｓの特殊な場合を選ぶ６その特殊な場合と
ニ　いうのは,(特殊な)属に特有な場合であるが，
　　複雑すぎることも単純すぎることもない(自
　　し明な例は後で一般化することが難しいから)。
　　この場合の，あるいはパラダイム的例(プロ
上　インデンタールの意味での範例)の活動的あ
　　るいは映像的表現を選ぶ。与えられた場合の
犬言明を検証するために，ある具体的で物理的
　　な行動(対象を手で扱ったり，図を描いたり，
　体を動かすなど卜を実行する。
ノ２．二般的シェマを保存しながら，しかし含ま
８　れている定数を変化=さﾚせて4他の例を選ぶ。……
　各場合に√1.と同じ方法を用いで言明を検証==こ……
　する６………　……………………………:……………　……
３．つもはや物理的行動が必要でない=とき√他のレ
多ぐの例に対しても.どめよごううに同じこどが行＼二万;
われるか:を知るごとを納得するまで精神的ﾐに…………:1万j
　実行し続けるノト………=………………………………………ニ：し………11=1.1数
４．この方法がﾉうﾀﾞまﾉぐいﾉく例の‥クラスを決定し………＼ﾉ……j
ようとする丿川=ノニ……………　万　＼……十=………=ニJ･.j.･体
ごの=ように√ゼプデュ計↓……操作的証明の≒般……=………万゜=る
的段階を明確にするこﾉとにようで操作的証明ﾚの……よj==jに2万1=
意味を明ら/かにししだ．す=なわち√その名が示す
ように,＼ま/さ=に√活動（操作）＼を基礎にした証宍
明であくる:．二十………=……:･.･.･..　・・　　　　.･.･・
さらに√廿ヤデ耳は√操作的証明に含まれる∇
物理的活動や精神的活動が次の条件ごを満たすこ
とを要請するjj…………………　…………＼　＝………
　n.本質的に,すべての根拠･･は意味的に正し＼
犬くなければなくらない．…………万ノ……………=………　……
で，
２。具体的操作は与えられた言明の形式的証明……………=万万
の具体化でなﾉけれぱなら万ない。ﾉ
３√方法は√言明に特殊化されたすぺての場合………………
十に妥当ししなければなちない。1.5)……………▽
これを理解す:るためｿに,ニゼマデニの自然数の＼
乗法の交換法則の例=を挙げよう。…………=………………
　最初4例えば,……3
｡と15を選ぶよﾄ長方形状にﾚお
はじきを並べる。まず,∧おはじき=を水平に分割:
すると,上５個の:ものが3ごつ分あるから，ニ5＼×･ｙ
が得られる。次に垂直に分割すくる∇と，△3ﾚつの:も。
のが５う分あるかニら√了メ５が得らIれるよﾉ乗法
の意味に即jしている。しおはじきの数は,ト数えﾀﾞるし
方法とは独立であるから，…………　:…………………
　　5×〉3三/3/χ5である。‥‥‥　　‥‥‥‥
　こごで重要なことは,ヶ3×／5≠ｍを知る必要ﾚ
がないことで:ある。ト(答え(結果)ｹによjる比較でﾚ
はない。)十　ト　＝　　　………………j………:………:………
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　例えば，図的証明に関して，確かに「図は自
らを語るもの」ではない。しかし，数学教育に
おいて,図はけっして軽んじられてはならない。
図が持つ発見的性格の重要性もさることなが
ら√図と深く関係する直観の活用と育成は，こ
れからの数学教育の目標の１つである。レドイツ
でも，直観の長所・短所が論じられる中で，直
観は決して一方的に排除されるものではなく，
論理と相補的関係にあることが指摘され，その
重要性が強調されている。
　とはい/え，ゼヤデ平は，ある図的証明は操作
的証明である（例えば，ピタゴラスの定理の図
形の分割による図的証明）と認めるものの,丿そ
のような証明を理解することは精神内で実行さ
れた具体的行動（例えば，与えられた正方形を
切断し一部を動かす）を必要とする。多くの人々
は，援助なしにはこれを行うことができない。
彼らは『見ることができない。』」17）と述べ，図的
証明には否定的態度を示している。　　　　∧
　このようなさまざまな議論の中で，「証明」を
より広く捉えようとする動きにはずみをつけた
のが，シュタイン(M. Stein)の「具体的証明」
の概念である。
（3）具体的証明
　シュタインは,ト1980年までの下イツやイギリ
スにおける証明に関する文献を収集し，それら
を６つのカテゴリーに分けた。そのカテゴリ万一
の１つである「洞察の創造としての証明」の中
で，多くの論文に共通に見られる新しい証明概
念を見いだしたノこの証明概念を，シュタイン
は「具体的証明」と特色づけた。　　　　ノ
　シュタインは，具体的証明を次のように定式
化する。　　　　　　　　　　　　　　十
　「具体的証明とは，１つの例に関して，あるい
はＬつのモデル内で研究される。その証明は,ﾆ
直接に前提から読み取れない数学的事態の根拠
づけを，直接に読み取りうるものあるいはその
上うな読み取りうるものの系列内に解放する。
その選ばれた例やモデルは，一般的な事態を代
表していなければならないし，学習者はそれを
意識していなければならない。」18）
　このシュタ不ンの規定によれば，具体的証明
９
の条件として，操作性だけでなく，次の「範例
からの一般化」に見られるように,○「１つの例」
や丁１つのモデル」内での証明に強調点が置か
れているよこれによって,トシュタインは図的証
明や不可能性の証明なども具体的証明に含めよ
うとした。　　　　　　　　　　ト　　　∧
‥また，ゼマデュはあくまでも小学校の範囲で
の証明を念頭に置いていたが，この具体的証明
の規定によれば，例やモデルの範囲は中等段階
にまで拡張されることになる。＼　　　レ　十
実際に，シュタインがあげ七いる具体的証明
の例を見れば，そのこと1は明らかである。し
　シュタインは，次の３つめ例を与えるよ
ａ）十ラノカドジゴの非形式的証明　　　　レ
　オイラーの多面体公式に対するゴムによる証
明があげられている。この証明は，ゴムという
モデル内での操作によって証明が与えられてい
る点で具体的証明である。しかし,=基礎にある
公理が明確でなく√推論規則も定義されていな
いなどの点で，非形式的というわけである。
　b）ゼマデ耳の前数学的証明
　ここでは，ベズーデンの「帰納法の数学的完
全化」が前数学的証明の美しい例としてあげら
れている。
‥シ土ダインの具体的証明が前数学的証明より
も広い範囲の証明を取り扱っていることを，彼
は，次のように明確に述べている。
ト「前数学的証明の定義において,具体的証明の
範囲は限定される。前数学的証明は,形式的一数
学的証明部分に行動との関連を付加的に要求す
る戸）　　　　ノ　　　　　　。･･･。。　　。・　　・・
　ｃ）範例からの一般化
　次のような寸足して引く」というゲームに対
する生徒の答がこの意味を明確に伝える√
　「足して引く」ゲーム　　　　　　　　　十
　10より小さい数を考えなさいノ　　　　＼
　それに10を足しなさい。　　　　　　　　＜
　10から最初に考えた数を引きなさい。
　／２うの結果の和を作り=なさい。　レ
どんな結果が得られるか。　　レ犬
　この結果はいうでも得られるか。
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シュらの可謬主義の見解に立うことを明確にす＼:ｹﾞ………に
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重要性を論じ
,
にの社会的決定も社会集団によ…………1万=1
前形式的証明とその
　そして，これらの証明は，従来からの数学教
育の思想と関連づけられる。　　白　　ト
実験的「証明」は，現代化以前の伝統的数学
教育に対応づけられる。伝統的数学教育では，
証明の計画的導入を放棄しており，その代わり
に，具象化，蓋然的考察√実験的検証そして例
で説明する規則を提供する。この数学教育をレ
ネ（Ｌｅｎｎｅ）に倣って,寸課題教授学」と呼ぶ。
　形式的証明は√現代化で見られたブルバキ流
の数学教育で，形式的言い方，形式的定義や証
明を重視する数学教育に対応づけられる。この
数学教育は，形式的な大学数学を直接，手本に
しているから，ビットマンらはその数学教育を
「模倣教育学(Abbilddidaktik)」と呼ぶ。
　内容的一直観的証明とは,ピットマンでらによれ
ば，実験的証明とは異なり，根拠を示して命題
の真理性を確立する（内容的）。しかし√形式的
証明とは異なって，内容的一直観的証明は,構成
や操作によって支えられており,必要となれば，
根拠として4実在的なものを引き合いに出す（直
観的）。ビッ下マンらは内容的一直観的証明の最
も美しい例として操作的証明をあげている。
この内容的一直観的証明は，「発生的数学教育
学」に対応づけられる。ピットマンらは，内容
的一直観的証明を発生的数学教育学に対応づけ
ることによって，内容的一直観的証明が,一方寸
形式的証明を生成すること，他方で，逆比形式
的証明を納得・確信される役割を持つことを強
調する。ト　　　　　　：　　＼
　例えば,内容的一直観的証明が形式的証明を生
成する例として，ブロックの操作から因数分解
の公式を導く例があげられる。第６図の左のよ
うに，初めブロックをバラバラの状態で与え，
それらを正方形状に並べるように（第６図の右）
要求する6そして正方形の１辺をｘとしてけで
きあがった結果から因数分解の式が読み取られ
る○　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■■　　■　■
　また,内容的¬直観的証明が形式的証明に納得
や確信を与える例として，次の『のりしろ問題』
があげられる。この問題は，小学校の問題なの
で,形式的証明を提示するまTごには至らないが，
解決の根拠に対する深い納得が子供に生まれる
ズ
(國本)
??
ｊ　回4レ
ヤ+ ix +4
第６図
→
｜｜
　　χ＋2
1
⑤
　　(ｚ＋2)2
ことが見てとれよう。
　「10cmと８Ｃｍのテープをつなぎ，のりしろ
に１Ｃｍを取ったとすると，全体ｻご何（;ｍにな
るか）　　。し　十　　‥　　　　　　　　　　　犬
　一般に√子どもは，テープをつなぎあわせる
のであるから，:両方のテープから１Ｃｍずつと
って16cmと考える。すなわち，第７図を見て，
第８図のように解釈してしまうのである。そこ
で，第９図を示すと，「重なったとごろ/を1 cm
引く」ことjいうよりも「上から重ねるどころを１
Ｃｍ引く丁と捉え直七√17cmになるこどを納得
するのである。こ･の場合，第９図では,十テープ
が張られる構成過程が図的に表現されることに
　　●　　　←　　　　■　■　　　　　　　　　　■よづて,子=どもの納得が得られているのである。
　　＼襄7図
言言ず竺1＼
……
1o↓押ll。17
　　こたえ17cin
第８図
ド
第９図
／ノヤ
　さらに，ピットマンらは，生徒の予備経験や
予備理解との結びつきを重視し，直観的な推測
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前形式的証明とその教育的意義（國本）
アが強調されている。また，帰納的推論ﾄ（ペズ
ーデンの意味で）や間接的証明も前形式的証明
に含まれることが明確に示されている。
　このことから，前形式的証明は次の３つのカ
テゴリーに分けられると考えられる。
１）操作的証明　　　　　　ニ：
　これは，「具体的に与えられた，範例的で，属
に通用する例に対する具体的行動（実際に行わ
れるか，あるいは表象でのみ行われるかは別と
して）から成立する。」
　例えば，ラカトシュ万の丁オイラーの定理のゴ
ムによる証明」，ゼマデュの「操作的証明」，ハ
イデンライヒの「赤ワインの証明」＊2，ベズゞデ
ンの寸帰納法の数学的完全化」があげられる。
２）幾何的一直観的証明　　　ニ
　これは，「基本的な幾何的概念,面積とその性
質のような直観的に明らかな事実を参照する証
明」である○　　　　　　　’
　例えば，自然数の和の公式の図的証明（面積
に基づく証明）,定積分を面積と解釈して証明す
ることがあげられる。
３）現実に方向づけられた証明
　これは，「現実において意味があり，学習者に
たやすく受け入れられる基本的アイデアを用い
る証明」である。
　例えば，関数ｆを距離¬時間関数，ｆを速度と
解釈した証明などの，いわゆる物理的概念に基
づ＜証明があげられる。　　〉
　筆者は，もう１づ，次の第４のカテゴリーを
つけ加えたい。というのも，上の３つのカテゴ
リーだけでは，今まで挙げてきた証明の例すべ
てが含まれないからである。特に，シゴタイニン
の具体的証明の概念は有用であると考えられ
る。というのは,ﾆ直観的，心理的に明らかであ
る点を考慮する場合，１つのモデルや範例によ
る証明が重要であると思われるからである。
４）範例による証明
　今まで挙げたカテゴリーのどの証明に入らな
い証明をここに含めたい。　ニ
　例えば，文字（変数）による証明に対する範
例として，「数に基づく証明」（シュタインの足
七て引くゲームの数に基づく証明など）,間接的
13
証明そして不可能性の証明がここに含められ
る．　．．．･･･　．･･　　　　．　・　　　　･．･．
　以上の歴史的順序に従った考察から，前形式
的証明の意味と意義が明らかになったと思われ
る。　　　1十｡･｡　・･｡･｡･　　　･｡･　｡・
ト最後に，前形式的証明の指導において留意す
べき点をあげておこう。トすなわ宍ち，前形式的証
明の理解や発見が必ずしも形式的証明のそれよ
りも容易であると=いうわけではIない/(多くめ場
合，容易であるが)ということである。:従うて，
前形式的証明の理解,十その妥当性の判断そして
自力発見のために，普段から，＼次の｡ような指導
が必要である。十　=‥‥‥‥‥　　‥　‥　‥‥
つ｢―数学的な内容に対する多様な表現様式に
＼価値を置くこと。特に√現実に方向づけられ
　た基本的アイデアを強調し,磯何的一直観的な
基本観念が伝達されること6十……　　………
一教室においで，しばしば,し前形式的証明が扱
∧われること。　　。･･･。　。･　　　　。･･　　　・。･。・
一形式的証明の例が扱われること(前形式的証
　明と比較するために)。　　　　し　‥十
こ前形式的理由づけを形式化するごと，形式的
……理由づけを映像化したり活動化したりするこ
　と，あるいはそれらを現実世界で解釈す=るこ
　と。　＼＼　　　　　　　　　　　一
一生徒と上ともしに,し証明や証明することについて
語ること。特に，異なっﾚだ水準にある証明に
ｊついて語ること。すなわち，教室で行われた
　こことを反省することである。｣22?‥‥‥‥　‥j
ト4.おわりに＼
本稿では，前形式的証明の意味とその教育的
意義について考察してきた。ここTで，もう一度
前形式的証明の教育的意義を要約すると,十次の
６うに要約することができる。　　　　　　ト
①　証明に対する形式主義的見解から脱却する
　こと。すなわち,し証明jとは意味のない単なる
　記号の系列であるという形式主義的見解から
　脱却し,し証明の本質は，数学的概念ドアイデ
　アそして命題の間の関係の洞察にあるという
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　・て,＼特に√わかリやす.く△自然であﾀﾞるj6ﾆﾍﾟ.･　上
⑤　七か]レながら√前形式的証明を発見:・=理解
……する=場合,……前丿形式的証明のﾚほうが形式的証明犬
　よ=りもたやすいとは必ず七万もﾄいえない＼こくと．∧
　とﾉはいえ,∧ほ七んどの場合√前形式的証明は,……
　証明の本質を理解す弓上で有益であ万√ｹﾞ証明犬
　の見通しを持だ甘る七……Ｊ　：　ｊ　　………＼………　：
⑥　教師教育に屏して,証明くとは何であ/る:のか,∧
…………11=::9)
上川)ﾚ
より十般的に=数学:とﾚは何Tであるのかﾄとしいうj証レ☆1ｿ;･1
明観や数学観を√発達的観点や社会学的観点………万:=:jj=:j
から形成する上で,△前形式的証明＼は重要曹役〉………=ﾀﾞ:………y……
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は，次のような意味で重要であ宍る。
　・誤丿だ:推論を避けること
　=･あいまいな形式化を避＼けるこ/と…………………
　・証明を書い光り/読んだ犬りす右場合の経済性白
　・複雑な証明の容易な見通しの可能性＼‥‥‥‥I
　これらの点に関しでは√今後の研究課題とし＼
たい．　･･十　＼　　　………　……＼1‥..=･十　ｊ ･．
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注前形式的証明とその教育的意義（國本）
＊１）ベズーデンの「帰納法の数学的完全化」
　　この証明は，個々の場合が自然数の系列に対応
　するような場合に適用される。
　　数学的帰納法では, n=lのときから始めるが，
　ここでは,最初,ｎのいくつかの場合を確かめ，そ
　の過程で証明の塞本的アイデアを見つけ出す。次
　に，ある特定の数に関してにれは児童・生徒の
　発達・学習水準により異なる），ｎからｎ＋1への
　過程に見られる証明の本質部分が示される。
　　例：ｎ個の要素の順列の数に関する公式ｎ!の
　　　　証明。
　　この証明のアイデアは，２から３，３から４に
　移行するときに明らかになる。その場合を確かめ
　ておいて，例えば，４年生ぐらいならば，５から
　６への移行の場合を理由づけるように児童を促
　す。これで，証明とみなすのである。この５から
　６への移行の例をベズーデンは「証明能力のある
　代表的な例」と呼ぶ。
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＊２）赤ワインの証明
　　定理：「立方体の６つの辺の中点を結んだ六角
　形は平面である」の証明。
　　透明なガラスの中空な立方体を考える。この立
　方体が，空間対角線が机と垂直（鉛直）になるよ
　うに置かれる。立方体に赤ワインを満たし，赤ワ
　インを下（第11図のＡ）から少しずつ流していく。
　立方体は，空間対角線ＡＧを軸として回転角120°
　で回転対称である。それゆえに，３つの辺GC,
　GF,GHは回転軸ＡＧに対して同じ傾きを持つ。
　残りの辺はそれぞれ３つの辺に平行であるから，
　すべての辺は空間対角線に対して同じ傾きを持
　つ。赤ワインをゆっくりと流すと，赤ワインの水
　面が下がり，同時に，頂点C, H, Fに至り，次
　に同時に，点M1，・・・，M6に至る。だから６つ
　の点は１つの平面上にある。
15
ドイツでは，一般に，上の定理は，各中点を細い
糸で結び，空間対角線を軸に立方体を回転させ，
その時にその細い糸が一本の細い線として現れる
こと，言い換えれば，線がよろよろしないという
のとで実証される。
???
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　ハイデンライヒは，赤ワインの証明という思考
実験は，実験をしなくてもその妥当性が認められ
るところに，糸を使った実験と根本的な違いがあ
るとみなす。ここに，単なる実験と思考実験(前
形式的証明)との基本的な違いがある。
　この前形式的証明は必ずしも，次の形式的証明
よりも容易というわけではないが，しかし，少な
くとも，証明のアイデアやその歩みをより見通し
のよいものにしている。ここに前形式的証明のよ
さがある。
形式的証明の概観
　基本ベクトルとして，Ｘ‾瓦石5, aIeを選ぶ
　　A(? = AB十ﾌ届十Ｘ老
　　Å]Mi = AB十万A‾瓦
　　Å]M2=AD十2 Aij,・
　ここで,Å‾託から瓦己への垂直射影を計算する
と，
　　(AM。A‾‾て1)／｜Ｘ‾dl==万μ‾‾己｜
　　(ｉ=。1,2,・・・，６)
(平成４年９月29日受理)
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